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1.- Dada la funcién f(x) = x-e*",a O R.
a) (1 punto) Determina los valores de a 0 R para que la funcién f(x) sea continua en R y tenga la asintota
horizontal y = 0.

b) (1 punto) Calcula, para el valor a = 1/2, el &rea que encierra la gréfica de la curva f(x) entre el eje y las
rectasx=0yx=1.
Solucioén

Dada la funcién f(x) = x-e* ,a OR.

(a)

Determina los valores de a [0 R para que la funcién f(x) sea continua en R y tenga la asintota horizontal y =
0

.z . _ax? . _ax? .
La funcién exponencial e® es continua en R sea cual sea el valor de a, luego f(x) = x-e® es continua en
R por producto de continuas.

Recordamos la regla de L'Hépital (L'H), que nos dice que si “f” y “g” son funciones continuas en [a -0, a + 9],
derivables en (a -9, a + 9), verificando que f(a) = g(a) =0 y lim m :9, entonces si existe lim —f ,(X) se
-2 g(x) 0 =2 g'(x)
f'(x) f(x)

verifica que lim — 2 =Ilim —— . Laregla es vélida si tenemos oo/, y también si X — o)
=2 g'(x) x-a g(x)

Sia>0, lim (x-e‘axz)z lim

X — +00 X — +00 eaxz

= {+—°°; L‘H}z lim %z . 0, luego y = 0 es una asintota hori-
+oo X-+o @@, (2ax) to

zontaldefen + e sia>0.
Sia<0, lim (x-e'axz) = (+00)- (+00) = +c0= 0, luego no existe asintota horizontal de f si a > 0.

X — +00
(b)
Calcula, para el valor a = 1/2, el &rea que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje y las rectas x=0y x
=1

Para a = 1/2, tenemos f(x) = x-eX”?

De x = 0, f(x) = 0; y de f(x) = 0 tenemos x = 0 porque X2 >0.

t=e*"? dt=e*?(-x)-dx; -dt = x-*”? .d
1/2

Area = J:x e 2.dx ={ X}sz (-dt) = [-t]jm =(-e12) - (-1 u2=

six=0 o tze’=Lsix=1l- t=e”
= (1 - e'?) u2 00393469 u?

2x%+ ax®+ bx + 3
X3+ 4x%-5x+ 2
Calcula los valores de a, b 0 R, para que Iinlf(x) =L 0R,, y determina el valor de dicho limite.

a,bOR.

2.- Para la siguiente funcion: f(x) =

Solucioén

3 2
lim 2X3+ ax2+ bx + 3 = atb+5 = atb+5 , de donde a + b + 5 = 0 para poder seguir aplicandole la regla
x=1{ X"+ 4x°-5x + 2 -1+4-5+2 0

de L'Hdpital puesto que existe el limite.
(2x3+ ax2+ bx + 3}2{9_ L'H}: Iim(6x2+ 2ax + b]: 2a+b+6 _ 2a+b+6
X3+ 4x?-5x+2 ) (0 -3x?+ 8x -5 -3+8-5 0
poder seguir aplicandole la regla de L’'Hb6pital puesto que existe el limite.

2
”m(Gx +2ax + b]:{g; L,H}: "m(lzx + ZaJ: 12+2a _ o,

lim

X-1

, de donde 2a + b + 6 =0 para

X-1

x-1{ -3x*+8x -5 0 x-1{_ -6X + 8 2
a +b+5=0 a+b+5=0 o
= ,dedondea=-1,b= -5-(-1) =-4yellimteL= 6+ (-1) =5.
2a+b+6=0 (E,-E,) |(a+1=0
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3.- Calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de las funciones: f(x) = 3x + 2x2, g(x) = X2 + 4x + 2.
Solucion

Las graficas de las funciones f(x) = 3x + 2x2 y g(x) = x2 + 4x + 2 son ambas de pardbolas son con la forma
(O) por que el nimero que multiplica a x2 es positivo.

La abscisa del vértice de f(x) = 3x + 2x2 es la solucion de f‘(x) =0 =3 + 4x =0, de donde x =-3/4 =- 075y
el vértice es Vi(-0'75, f(-3/4)) = Vi(-0'75, -1'125)).

La abscisa del vértice de g(x) = x? + 4x + 2 es la solucion de g ‘(xX) =0=2x+4 =0,de donde x =-4/2=-2y
el vértice es Vy(-2, g(-2)) = Vi(-2, -2).

Veamos el corte entre ellas.

+1+ +
Def(x)=g(x) » 3x+2x2=x2+4x+2 - x2-x-2=0, le_ 21 8:153 esdecirx=-1yx=2,es

decir se cortan en los puntos (-1, -1) y (2, 14).

Con los datos anteriores un esbozo de sus graficas es:

i

Area= ["(g(x) - f(x))dx = [ (-x*+x + 2)dx= {-’;_3+X72+ 2x} =[(-8/3+2+4)-(1/3+1/2-2)]u2=

=9/2 u?=45u?

X2+ X

3-x*
a) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas
parabdlicas. Determina las asintotas cuando existan.

b) (0,75 puntos) Calcula la recta tangente a la funcién en el punto x = 1.
Solucioén

4 .- Para la siguiente funcion f(x) =

X2+ X
.

Para la siguiente funcién f(x) =

(a)
Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas parabdlicas. De-
termina las asintotas cuando existan,

El denominador de f(x) se anula en 3 - x2 = 0, de donde x = +V(3) 0+1'7, posibles asintotas verticales.

3-X
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X = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si limf(x) = .

: +x_3-43 :
Como lim X )2(: j/_ =-00; larecta x = -v(3) 0-1'7 es una A.V. de la gréfica de f(x).
X-—3" 3-X 0
2 -
Posicion relativa  lim X_Hz(:ﬂ: +oo
X-—3" 3-X 0
: +x_3+4/3 :
Como |II‘T} )3( )2(: O:/_ = +o0; larecta x = +V(3) O+1'7 es una A.V. de la gréfica de f(x).
x-+/3 3 - X

Posicion relativa  lim > —
x-+3" 3 -X 0

Como la funcién es un cociente de funciones polinémicas con igual grado nhumerados y denominador, sa-
bemos que tiene una asintota horizontal y sera la misma en co.
Si lim f(x) =b, larecta y = b es una asintota horizontal (A.H.) de f(x)

X — 00

2 2

= lim X—2: lim (-1), larectay = -1 es una asintota horizontal (A.H) de la gréafi-
X - +00 -X X - 400

+ X
_X2

Como limf(x) = lim =
X - 0 X — +00 3

ca de f(x) en o,

Posicion relativa:

X2+

3-X

Como lim [f(x) - (-1)] = lim [ )2( -(-1)] =0, la grafica de f esta por debajodey =-1en+ oo,

X2+ X
3-x°

Como lim [f(x) - (-1)] = lim [ -(-1)] = 0% la gréfica de f estd por encimadey =-1en- oo,

Si hay es este caso A.H en o no hay asintotas oblicuas (A.H.) en  too.

(b)
Calcula la recta tangente a la funcién en el punto x = 1.
24 (3 - X2) - (X2 (-
f(x):x >2( f(x) = (2x +1)-(3 x)2(2<+x)(2x)= x2+6x2+23'
3-X (3-x7) (3-x9)

La recta tangente en x = 1 es “y - f(1) =f '(1)(x - 1)".

e’ (2°-2:2-2+1)_ €
(2%- 2)? 36
Luego larectatangenteenx=1es"“y-1=(2'5)-(x- 1)’ - “y=25-x-15".

Tenemos f(1) = (2)/(2) =1 yf ‘(1) = (10)/(4) =5/2=2'5 {'(2) =

-1 k+1)’

a) (1 punto) Determina el valor de k O R para que se verifique A2 = 31, donde | es la matriz identidad de or-
den 2.

b) (1 punto) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 2A - |, siendo | la matriz identidad de orden 2, y n O N.
Solucioén

5.- Dada la siguiente matriz: A = [1 k j

- . 1 k
Dada la siguiente matriz: A = .
-1 k+1
(@)

Determina el valor de k O R para que se verifique A2 = 31, donde | es la matriz identidad de orden 2.
Az_1 k 1 k) [(1-k k2+2k_310_30
-1 k+1)\-1 k+1) (-2-k k*+k+1 0 1) {0 3)

De 1 -k =3, tenemos k = -2. De k? + 2k = 0 = k- (k+2) tenemos k =0y k = -2.

A1+ -1+
De-2-k=0,tenemosk=-2.Dek?+k+1=3 - k?+k-2=0, X= 1_21 8_ 12_3 tenemosk =1yk
=-2.
El dnico valor que se repite es k = -2.
(b)
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Calcula, para k =0, la matriz B" con B = 2A - |, siendo | la matriz identidad de orden 2, y n [0 N.

Sik:O,B:ZA-I:Z-1 0-10:2 0-10:1 0.
-1 1)l0 1) (-2 2){0 1 21

1 0Y(1 O 10 1 0Y(1 O 10
BZ: 1 0 10 = 10 ,B3:BZ'B: . = ,B4:BZ.BZ: . = ,

2 1)(-2 1 -4 1 4 1)\-2 1) (-6 1 4 1){-4 1) \-8 1

5 4 1 0Y(1 O 1 0 6 s 1 0)(1 O 1 0 .
B°=B"*-B= . = , B°=B”-B= . = ...., observando la secuencia

-8 1){-2 1) \-10 1 -10 1) -2 1 -12 1

1 0
tenemos que B" = ( ]

2:n 1)
I-m -1 10 111
6.- Dadas las siguientes matrices A=| 2 2m|,B=|0 1|,C=|0 1 1
m-1 1 10 0 01

a) (1 punto) Estudia, segun los valores de m O R, el rango de la matriz P = A-BT + C, donde BT es la matriz
traspuesta de B.

b) (1 punto) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

Solucién

1I-m -1 10 111
Dadas las siguientes matrices A=| 2 2m|,B=|0 1|,C=|0 1 1
m-1 1 10 0 01

(@)
Estudia, segln los valores de m O R, el rango de la matriz P = A-BT + C, donde BT es la matriz traspuesta
de B.

1I-m -1 1 1) (-m+1 -1 -m+l) (1 1 1) (-m+2 0 -m+2
P=AB"+C=| 2 2m -(1 0 1)+O 115 2 2m 2 |+H0 1 1|5 2 2m+l1 3
m-1 1 1o 0 01 m1l1 1 m-1l 0 01 m-1 1 m
-m+2 0 -m+2 -m+2 0 Ojadjuntos
Tenemos |P|=| 2 2m+1 3 |C,-C,=| 2 2m+1 1| primera = (-m+2)(2m+ 1 - 1) = (-m+2)(2m).
m-1 1 m m-1 1 1 fila

De |P| = 0 tenemos (-m+2)(2m) =0, conlocualm =2y m = 0.

Sim#0ym # 2tenemos |P| #0yrango(P)=3.

2 0 2

Sim=0,P=2 1 3|.Como 2‘:2-0:2¢O,rango(P):2.
-1 10
00O

Sim=2,P={2 5 3|.Como i‘=2—5=—3¢0,rango(P)=2.
112

(b)

Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

101
Sim=1, P=[2 3 3|.Como |P|=(-(1)+2)-(2(1)) = 2 # 0, existe la matriz inversa P* =|—Ii|-Adj(P‘).
011
120 0O 1 -3 0 1 -3 0 12 -3/2
P =0 3 1|, Adj(P)=|-2 1 -1|, P =L AdiP')=2{-2 1 -1|=|-1 12 -12].
131 2 -1 3 IPI 22-13 1 -1/2 3/2
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x+tay+z=0
7.- Dado el siguiente sistema: <x+y +a’z=0 .
Xx+y+2az=0
a) (1 punto) Discute segun los valores de a [0 R qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones

(compatible determinado o indeterminado, incompatible).
b) (1 punto) Resuelve el sistema para a = 0.
Solucion
x+ay+z=0
Dado el siguiente sistema: <x+y+a’z=0 .
X+y+2az=0
(@)
Discute segun los valores de a [0 R qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones (compatible
determinado o indeterminado, incompatible).

Vemos que es un sistema homogéneo por tanto siempre tiene solucién sea cual sea a, porque siem-
pre se verifica que rango(A) = rango(A*).

la 1l la 10
Sea A=|1 1 a’ |y A*=|1 1 a® 0| lamatriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
11 2a 112 0
la 1l 1l a 1 |Adjuntos
Tenemos |A|=[1 1 a’|F,-F,=|0 0 a®-2a/segunda =-(a2-2a)(1-a) = a-(a-2)(a-1).
11 2a 11 2a fila

De |A| =0, tenemos a-(a-2)(a-1) =0, de dondea=0, a=1ya=2.

Sia#0,az1lya#2, tenemos rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incégnitas , por el Teorema de Rouche el
sistema es compatible y determinado y tiene solucié n Unica (como es un sistema homogéneo es la
solucion trivial (0, 0, 0)).

101 1010
Sia=0,tenemos A=|1 1 O|yA*=|1 1 0 0O].

110 1100

1
En A como

2‘ =1-0=1#0, rango(A) = 2.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incégnitas , por el Teorema de Rouché el sistema es compatible
e indeterminado y tiene mas de una solucién (infini tas).

111 1
Sia=1,tenemos A=|1 1 1|y A*=|1
112 1

N

10
1 0].
2 0

1
En A como

1
2‘ =2-1=1#0, rango(A) = 2.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incégnitas , por el Teorema de Rouché el sistema es compatible
e indeterminado y tiene mas de una solucién (infini tas).

121 1210
Sia=2,tenemos A=|1 1 4|y A*=1 1 4 0].
114 1140

1
En A como

2
1‘ =1-2=-1#0,rango(A) = 2.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incégnitas , por el Teorema de Rouché el sistema es compatible
e indeterminado y tiene mas de una solucién (infini tas).
(b)

Resuelva el sistema para a = 0.
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101 1010
Sia=0,tenemos A=|1 1 O|yA*=1 1 0 0].
110 1100

Ya hemos visto en el apartado (a) que para a = 0 el sistema es compatible e indeterminado y tiene infinitas
soluciones (mas de una). Lo resolvemos por Gauss (También se puede hacer por Cramer).

X +z=0
,tomadoz=m0OR,x=-mey=m.
x+y =0

La solucion del sistemaes (x,y,z)=(-m,m,m)c onm OR.

8.- El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los pun-
tos

A(1, 1, 1), B(-2, 1, 0) y C(0, 1, 3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se encuentra en
el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucién

Como D esta en el eje Y es de la forma D(0, m, 0).

Sabemos que el volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D es un sexto del volumen del paralelepipe-
do que determinan los vectores AB = (-3, 0, -1), AC = (-1, 0, 2) y AD = (-1, m-1, -1), es decir un sexto del

valor absoluto del producto mixto de los tres vectores: V,

tetraedro

é- I[AB, AC, AD]|

-3 0 -1Adjuntos
Tenemos [AB, AC, AD]=1|-1 0 2| tercera =-(m-1)(-6-1).
-1 m-1 - fila
Nos dicen que: 10 u® = (1/6)| -7-(m-1) | = (7/6)-|m - 1|, lo cual nos proporciona dos ecuaciones:

Unaes: 10 = (7/6)-(+(m — 1)) - 60/7 =m -1 de donde m = 67/7. Punto D(0, 67/7, 0)

Opraes: 10 = (7/6)-(-(m—-1)) - 60/7 =-m + 1 de donde m =-53/7. Punto D(0, -53/ 7, 0)

9.- En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad de
danza clasica y cabaret. En la academia, un 17% de individuos practica danza clasica, un 45% cabaret y un
5% ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o los dos).

b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que practiqgue solamente teatro.

Solucion

En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad de
danza clasica y cabaret. En la academia, un 17% de individuos practica danza clasica, un 45% cabaret y un
5% ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

(@)

Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o los dos).

Sean los sucesos A = "practicar danza clasica” y B = “practicar cabaret”.

Me estan pidiendo p(practique algun tipo de danza (o los dos)) = p(A o B) = p(AOB).

Nos dan p(A) = 17% = 0’17, p(B) = 45% = 0’45, p(practicar ambas) = p(A y B) = p(AnB) = 5% = 0'05.

Tenemos p(AOB) = p(A) + p(B) - p(AnB) =017 + 0’45 - 0’05 = 0'57.

(b)

Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.

Me estan pidiendo p(practique solamente teatro) = {suceso contrario} = 1 - p(solo danza) =
=1-p(A0B)=1-057 =043.

10.- De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20% por no ser aptos
para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

6
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a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al
menos 1).
b) (1 punto)
1. (0,5 puntos) ¢ Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exac-
tamente 3 huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2. (0,5 puntos) ¢, Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculado-
ra?
Solucion
De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20% por no ser aptos para
su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

(@)

Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al menos 1).

Recordamos que si realizamos n veces (5) un experimento, elegimos 5 huevos, en el que podemos obtener
éxito, F, huevo no apto, con probabilidad p ( p(F) = 20% = 0'2) y fracaso, F®, con probabilidad q (q=1-p =
=1-02=0'8), diremos que estamos ante una distribucién binomial de parametros n y p, y lo representa-
remos por B(n; p) .

Es decir nuestra variable X, elegir huevo no apto, sigue una distribucién bin omial B(n; p) =B(5; 0'2).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcion de probabilidad , viene dada por:

p(X = k) = (5 sobre k)-(0'2) *-(0'8)™® = @ (0°2)%-(0'8) 5.

** (n sobre k) = [:) = (nN)/(k!.(n - k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*“
En nuestro caso piden p(desechar algin huevo) = p(X = 1) = {suceso contrario} =1 —-p(X<1) =
5
=1-p(X=0)=1- (0] -(0°2)°-(0'8)® 01 - 0’32768 = 0'67232.
b) (1 punto)
1. (0,5 puntos) ¢ Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exac-
tamente 3 huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.
En nuestro caso piden comparar p(X =2) y p(X = 3)
5 5
p(X=2) = (2) -(0'2)2-(0'8)® 00'2048. p(X=3) = (3] -(0°2)3-(0’8) 0 0'0512.

Vemos que es mas probable que haya 2 huevos no apto  s.

2.
¢, Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?

. . . 5 5 . .
Sabemos que los nimeros combinatorios [2] y (3) son iguales, por tanto seria comparar

las potencias (0'2) 2-(0'8)® y (0'2)3-(0'8)@ ; es decir comparar 0’8 con 0’2 y vemos que 0’8 es
mayor que 02.



